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Resumen: El desarrollo de las aplicaciones de los materiales compuestos requiere 
cadp vez más aplicaciones de los métodos numéricos, y en particular del Método de 
los Elementos de Contorno (MEC), al análisis tensional de los materiales 
anisótropos elásticos, para modelar desde un punto de vista macroscópico los 
materiales compuestos. El MEC se aplica a la resolución numérica de la Ecuaciones 
Integrales de Contorno (EIC) correspondientes a un problema elástico. El presente 
trabajo desarrolla una formulación general de una de estas EIC, llamada Identidad 
de Somigliana de Tensiones, considerándola no sólo en los puntos de contorno 
suaves sino también en las esquinas. Resultado de un análisis asintótico es la 
formulación de esta EIC en forma de suma de términos libres y una integral en el 
sentido de Parte Finita de Hadamard. Las fórmulas analíticas que se presentan de 
los tensores coeficientes de los términos libres pueden implementarse con facilidad 
en códigos basados en el MEC. 
1.- INTRODUCCIÓN 
El presente trabajo se enmarca en la aplicación del Método de los Elementos de 
Contorno (MEC) al análisis tensional de laminados con una disposición simétrica de 
las láminas y que se modelan como una lámina equivalente ortótropa o anisótropa. 
En este caso el efecto laja está desacoplado del efecto placa en las ecuaciones de 
placa delgada1•2 y por consiguiente ambos efectos se pueden analizar por separado. 
En particular en este trabajo se estudia el caso de una lámina anisótropa sometida a 
un estado de tensión plana. 
El propósito de este trabajo es presentar una nueva formulación general de la 
Ecuación Integral de Contorno de tensiones ( cr-EIC), llamada Identidad de 
Somigliana de tensiones, en materiales homogéneos elásticos anisótropos sometidos 
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a un estado de tensión plana. Si la cr-EIC es considerada en los puntos del interior de 
un sólido elástico se puede interpretar como una representación de las tensiones en el 
interior del sólido mediante una integral sobre el contorno del sólido que incluye 
solamente los valores de los desplazamientos y del vector tensión en el contorno. La 
cr-EIC, en su forma particular de la EIC de vector tensión, es una herramienta básica 
en un análisis de tensiones en presencia de grietas mediante el MEC. También se 
utiliza como una representación de las tensiones en el dominio y en el contorno en la 
fase del postprocesado del MEC. 
Una formulación explícita y un análisis bastante exhaustivo de la cr-EIC para 
puntos internos de un sólido anisótropo sometido a un estado de tensiones 
bidimensional fue recientemente presentada por los autores3. Por consiguiente, aquí 
se presenta una formulación general de la cr-EIC considerada solamente en los 
puntos del contorno del sólido incluyendo las esquinas del mismo. Esto require un 
análisis asintótico de la integral de contorno hipersingular cuyo resultado son varios 
términos libres y una integral hipersingular, que debe ser interpretada en el sentido 
de la Parte Finita de Hadamard (PFH)4'5• El nombre "integral hipersingular" esta 
asociado al hecho de que un núcleo de esta integral curvilínea tiene la singularidad 
de orden de O(r-2 ), r denota la distancia entre el punto de evaluación (también 
llamado de colocación) y un punto de integración genérico. Teniendo en cuenta que 
para el cálculo de la PFH de una integral hipersingular existen procedimientos 
numéricos bien establecidos4, el presente trabajo está dedicado principalmente a la 
evaluación de los términos libres. En general, un término libre de una EIC es un 
producto de un tensor coeficiente por el valor de una variable del problema. El tensor 
coeficiente de un término libre depende de la geometría local del contorno en el 
punto de evaluación y de los núcleos integrales singulares de la EIC, llamados 
también funciones de Green. 
Existen varias posibilidades sobre cómo tratar términos libres en una EIC, siendo 
la evaluación analítica del tensor coeficiente la más directa. Mientras las fórmulas 
analíticas de los ténninos libres de las EIC de elasticidad isótropa son conocidas para 
la EIC de desplazamientos y también para la EIC del gradiente de desplazamientos, 
en 2D y en 3D; para la elasticidad anisótropa se conocen solamente para la EIC de 
desplazamientos en 2D6• El objetivo particular de este trabajo es derivar fórmulas 
analíticas de los tensores coeficientes de los términos libres en la cr-EIC en 2D. 
2.- TENSIÓN PLANA EN UNA LÁMINA ANISÓTROPA 
La ley de comportamiento de una lámina anisótropa sometida al estado de tensión 
plana se puede expresar mediante las flexibilidades S;jpq (i,j,p,q~l,2), en la notación 
tensorial, o mediante flexibilidades sij (i,j=l,2,6), en la notación de Voigt, de la 
siguiente forma: 
(l) 
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donde, en la situación general, se observa un acoplamiento entre las deformaciones 
normales y tensiones tangenciales y vice versa. 
Basándose en la teoría moderna de la elasticidad anisótropa7·8, los 
desplazamientos u y el vector de la función de tensión cp se expresan como: 
u(x) ~Re{Af(x)} <p(x) ~ Re{Bf(x)} (1) 
donde x ~ (x,.x,) E R'; A, BE e"' son las matrices de Lekhnitskii-Stroh en 
variable compleja; f(x) ~ [f1 (z, (x),f2(z2 (x)]T, f. (a=l,2) son funciones complejas 
analíticas de las variables complejas za (x) = x1 + ¡.tax2. ila, Im¡.ta > O, J.l1 ::¡:. J.l 2, son 
las raíces complejas de la ecuación característica de Lekhnitskii del material: 
4 2 3 2 s11J.l- s16¡.t +(2s12 +s66 )¡.t -2s2Jl+s22 =0 
Si definimos los coeficientes de normalización Ka como: 
entonces las matrices de Lekhnitskii-Stroh se expresan como: 
A 1a = (S 11¡.t!-s16J.la+s12 )/Ka B1a = -J.la/Ka 
Aza = (Sz¡J.l!-s26J.la+Sz2)/KaJ.la B2a = 1/Ka 
El vector tensión, t(x), y el tensor de tensiones9, crij(x), se calculan como: 






donde s(x) es un vector unitario tangencial a un contorno con la normal exterior n(x), 
s, = -n2, s2 = n,, y la prima designa la derivada con respecto a la variable compleja. 
En la obtención de las expresiones analíticas de los tensores coeficientes de 
ténninos libres se necesitará una expresión de Kaf;(za(x)) en términos de O"¡i(x) y 
de la rotación infinitesimal ro= ro12 , ro .. = 0.5(u .. -u .. ). Derivando la expresión 10: lJ l,J J,l 
f(x) ~ AT<p(x) + BTu(x) (6) 
con respecto a X¡ y x2, utilizando la relación ui.j = ei.j + roi.j, la ley de 
comportamiento en forma tensorial (l)J y la relación (5)1 particularizada para las 
direcciones de los ejes coordenados, se obtiene: 
f; = A¡aO¡z + B¡aSi\pqcrpq- B2aro 
J.laf; ;; - A¡aO"¡¡ + B¡aSi2pqO"pq + Blaro 
La relación deseada se obtiene de (7) sustituyendo las expresiones (4 ): 
(7) 
'!""·~---
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(8) 
donde V kla;:: V lka Y 
(9) 
3.- NÚCLEOS INTEGRALES DE LA cr-EIC. FUNCIONES DE GREEN 
Las expresiones de las funciones de Green básicas para estados de tensión 
bidimensionales, que representan los desplazamientos u y el vector de la función de 
tensión q> ambos originados por una fuerza de línea y una dislocación de línea, fueron 
derivadas para un material anisótropo por Stroh 11 • A partir de estas expresiones de 
Stroh y la representación (5)2, se pueden obtener las siguientes expresiones de las 
funciones de Green que aparecen en la cr-EIC bidimensional como núcleos integrales 
singulares3•9: 
(!O) 
donde zo. = (y1 - x1) +~o.(y 2 - xJ. Suponiendo un medio anisótropo infinito, 
U~(y-x) representa el desplazamiento en dirección "k" y Tk~(y,x)el vector 
tensión en dirección "k" ambos provocados en el punto y por una deformación 
impuesta concentrada (o, en otros ténninos, un dipolo de dislocación) definida en 
direcciones "i" y "j" y situada en el punto x. 
4.- TENSORES COEFICIENTES DE LOS TÉRMINOS LIBRES EN LA cr-EIC 
4.1 Formulación de la cr-EIC 
Sea una lámina anisótropa representada por un dominio abierto n e R 2 con un 
contorno r suave a trozos. Sea un punto x E r fijo. Definimos un entorno circular de 
este punto como B,(x)={yjy-x!<e} y su contorno como S,(x)=éJB,(x). 
Consideremos en el teorema de Betti de reciprocidad de trabajos aplicado al dominio 
Q con el entorno B,(x) excluido, denominado como Q \ B, (x), dos estados elásticos, 
el estado actual (u,(y),t, (y)) y el estado auxiliar definido por (u; (y), t; (y))= 
(U~i(y- x), Tk~ (y, x)). El teorema de Betti para este caso adopta la siguiente forma: 
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J [u, (y)T~ (y, x)- t, (y)U~;CY- x) ]ds, (y)+ 
s.(x)nQ: 
J[u, (y)T~(y, x)- t, (y)U~;(Y- x)]dr(y) =O (11) 
nB.(x) 
donde la integral sobre el contorno del dominio Q\B,(x)está dividida en dos. La 
primera integral para E --7 O+ dará lugar a términos libres y la segunda a una integral 
hipersingular sobre r. Como no existe el límite de ninguna de estas integrales se 
tomará su PFH5. De aquí en adelante vamos a dedicarnos al cálculo de los términos 
libres. Para eso se precisan las siguientes expansiones en serie de desplazamientos y 
vector tensión en el entorno del punto x: 
u, (y)= u, (x) + Re{t,A,.h.Cz.(y))}+ 0(E 2 ) 
t,(y) = -~ Re{±B,.h.(z.(y))}+Ü(E) 
osY a=• 
h. (z. (y))= f~ (z. (x))(z. (y- x)) 
(12) 
Para simplificar las manipulaciones a realizar se utilizarán las siguientes 
expresiones de los núcleos integrales: 
(13) 
La primera integral en (11) se puede descomponer utilizando (12) y (13) como: 
J(Re(hTAT}éJ,, Re(Bg}-éJ,, Re(hTBT}Re(AgJ)dSE(y) 
S,(x)nn 
+ fT~(y,x)dSE(y)u,(x)+ (14) 
S,(x}nn 
+ f(T~;(y,x)O(e1'")- U~;(Y- x)O(e")]dSE(y) 
S,(x)n(l 
El integrando de la primera integral es proporcional a E- 1, pero como dS€ ~E, esta 
integral tiene un límite que corresponde a dos términos libres, uno asociado a crkl(x) y 
otro a Ol(x). El integrando de la segunda integral es proporcional a e~2 que 
multiplicado por dS[ ~E da una integral cuyo valor diverge como e·1. Sin embargo 
la PFH de su expansión en función de E puede ser no nula y representará el termino 
- 1 
"'"" 
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libre asociado a los desplazamientos. La tercera integral, que incluye los remanentes 
de las expansiones de (12), tiene un límite igual a cero para e-rO+. 
Para evaluar los términos libres se precisan algunos conceptos geométricos 
asociados a Se (x) nO. en un punto x E r que en general puede estar situado en una 
esquina5.6. Los vectores unitarios tangenciales aren x con el origen en x se denotan 
como r' 0 y r(2). La parte del SE(x) situada entre r' 0 y r<2> y orientada al interior del 
sólido se denomina como SE(x,Q.) y su longitud es exactamente proporcional a e-1• 
Para el valor particular de e==l, es decir S1(x,.Q), se denomina como el arco 
característico del punto x. Sea s;(x,U)=S,(x)nU\S,(x,Q) y 
s;(x,U)=S,(x,Q)\S,(x)nQ. La longitud de estos arcos diferencias es del orden 
de O(e-2) y está basicamente definida por las curvaturas k0i y k''i de ralos dos lados 
del punto x. 
4.2 Fórmulas analíticas de los tensores Ca y Cro 
Teniendo en cuenta que las longitudes de s:cx,Q) son del orden de O(e-2), el 
límite de la primera integral en (14) se puede escribir como: 
M~ J(Re{h r Ar}a,, Re{Bg)-a,, Re{h rBr ¡ Re{AgJ)dS,(y) = 
s,(x)f"l!l 




+~ JRe~r(ArB+ Br A}J,g+ lir(iFB+Br A~,,g}dS,(y) = 
S1(x,ll) 
(15) 
-Re{hrBr}Re{Ag~: +~ JRe~ra,,g}dS 1 (y) 
S1(x,!l) 
Finalmente, utilizando la relación z.(y- x)a,,z~'(y -x) =a,, log(z~'(y- x)) y (8) 
se obtienen las expresiones explícitas de los ténninos libres que involucran a O'¡j(X) y 
ro(x): 
(16) 
donde z~> = r1<el + ~ar~eJ . 
Para el caso particular de un punto x situado en una parte de r suave se tiene que: 
(17) 
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4.3 Fórmula analítica del tensor Bu 
La segunda integral en (14) se puede descomponer de la siguiente manera: 
f T~;(y,x)dS,(y)= f T~,(y,x)dS,(y)+ fx0 (y)T~;(y.x)dS,(y) (18) 
St(x)rill Se(x,!l) s;(x,!l)vs;(x,!l) 
donde Xu(Y)=+lparaxEU y -lparax~U. La primera integral del segundo 
miembro en (18) es exactamente proporcional a e·1 de la siguiente forma: 
_1_ f T~;(y,x)dS,(y) (19) 
e S1(x,!l) 
lo que implica que su PFH es cero. La segunda integral del segundo miembro en (18) 
tiene un límite que se puede expresar como5: 
2 
B~,(x) = ~ I,k'''T~;CY''' ,x) (20) 
e=l 
donde y(e)==x+r<e> son los puntos extremos de los vectores tangentes al r en x. 
Sustituyendo (l 0), en (20) se obtiene la expresión final del tensor coeficiente del 
ténnino libre que involucra uk(x). 
B~,(x)=-~i)'''Re{ _l i,B,.B;.B,.B,. ( ~~)2 }r,1 ' 1 (21) 
e=l m a=l Za 
Para el caso particular de un punto x situado en una parte de r suave se tiene que: 
B~k(x)=O (22) 
5.- RESUMEN DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES 
Una formulación general de la cr-EIC para los puntos x del contorno en una lámina 
anisótropa homogénea sometida al estado de tensión plana adopta la siguiente forma: 
e;., (x)a., (x) + C~(x)Ol(x) + B~, (x)u, (x) = PFH J (t, (y)u:,;<Y- x) -u, (y)T~; (y- x) ~r, 
nB,(x) 
(23) 
Se han presentado las expresiones para los núcleos integrales y los tensores 
coeficientes de los términos libres de esta formulación. Se puede observar que en el 
caso de una esquina aparece un término libre que involucra la rotación infinitesimal 
ro. La aplicación de cr-EIC en este caso puede requerir su combinación con la (1}-EIC. 
El enfoque utilizado es de aplicación directa a otras EIC hipersingulares como sería 
el caso del gradiente de los desplazamientos y de la rotación infinitesimal. Los 
tensores coeficientes de los ténninos libres derivados aquí son de aplicación directa 
también a la cr-EIC en elastodinámica y a las cr-EIC con funciones de Oreen 
especiales (como por ejemplo del semiplano, etc.) que tienen el mismo 
"''' 
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comportamiento singular a~intótico que la~ funciones de Green del medio infinito 
aquf utilizadas. 
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